Differentialekvationer av hogre ordning
4.1. Inledande teori: linjara ekvationer.
4.2. Reduktion av ordning.

4.6. Variation av parametrar.



BEGYNNELSEVARDESPROBLEM
RANDVARDESPROBLEM
LINJART OBEROENDE
WRONSKIAN
FUNDAMENTALLOSNINGAR
HOMOGENA LOSNINGAR
ALLMANNA LOSNINGAR



BEGYNNELSEVARDESPROBLEM

2

L(D)y = az(X) Y + afL(X)— + 3, (X)y = 9(X)
y(XO) Bl yO’ y((XO) Il yl'

_at a(x), a(x), a(x) ochg(x) vara
kontinuerliga paett intervall | och 1&t a,(x)* 0 " x1 1.

~0r varje godtycklig punkt x= xOT | existerar en entydig

l6sning \(xX) paintervallet I.




RANDVARDESPROBLEM

2

a,(0) Y + a,(x) L +a,(x)y = g(x)
dx dx
V(@) =Y,, Y(b) =Y.




L(D)y=9(x) o

2

L(D) = az(X)— + ai(X) & T3

L(DRQYi(X) +CY, (x)} =
= cL(D)y,(x) +c,L(D)y,(x)




L(D)y=0 1

Laty,, Y, varalosningar till [H] paett interval |.
Daér linjarkombinationen y=c,y, +c,y, ocksa
enlosning, dar ¢,c, a godtyckliga konstanter.




LINJART OBEROENDE

{f,(X), f,(X)} ar linjart beroende pa ett
Intervall | om det existerar konstanter
c,och c,, alag likamed naoll, sa att

c,f.(xX)+c,f,(xX)=0, " xI I.

Om{f,(x),f,(x)} ¢ & linjart beroende pa
intervallet | a { f,(x), £,(x)} linjart oberoende.




WRONSKIAN

Lat funktionerna f,(x) ochf,(x) vara deriverbara.

ff
Wronskideterminanten W(f,, f,) = fl ¢ fZ(L
1 2

Laty, ochy, varalésningar till [H] paetintervall .
Dadar{y,,y,} linjart oberoende pal
U W(y,y,)t 0" xII.




Varje{y,,Y,} avlinjart oberoende [Gsningar
till [H] paett intervall | bendmnes
fundamentall&sningar pal.

Lat{V;,V,} vara fundamentallGsningar

till [H] paett intervall I.

Daar almannalosningen till [H] pal :

y=cy,+cY,, dar ¢ ochc, ar godtyckliga konstanter.




Lat y, varaen godtycklig partikul&ésning till [TH] pa

etinterval [ ochla{ y,y,} vara

fundamentalldsningar till [H] pal.

Dages dlménnaldsningen til
Y=CY1t G, +Y G OC

[IH] av

1 ¢, & godtyckliga konstanter.




REDUKTION AV ORDNING

a, (X)y®+ a,(x)y¢+a,(x)y=0

a,(x)* 0

y@+P(X)y¢+ Q(X)y =0  [H]

P(x) och Q(x) & kontinuerligapaintervallet |




y, a en kand icke- trivia 10sning till [H].
En andralosning till [H], v,, sokes.
Villkor : y, ochy, skall varalinjart oberoende pal.

Y2 4 icke - konstant pal. Sétt y(x) = u(x)y,(x).

Y1




Insattning 1 [H] ger :

Q()U(X)y; (X) +

+P(XH{U&X)y,(X) + u(X) ykX)} +
HUKX)y, (X) + 2u&X) y& X) +u(X) ydi(x)} =0

UBEX)Y,(X) + Uk X)L 2¥&X) + P(X)Y,(X); +
UX)LYRX) + P(X)yfkx) + Q(X)yi(X); =0

UGk X)y, (X) + ukX)12yfkx) + P(x)y;(X); = 0




Sank ordningen: w(x)=ugx), wax) = ugx).

WEX)y; (X) + W(X)12yfkX) + P(X)y;(X)} = O

Linjar av forsta ordningen.

W& X) + WO 2% 4 by = 0
Y, (X)

EnN integrerande faktor ar :

OF (x) dx

2Inlys ) |F-oOP(x)dx >
e =y (x)e




d 2P (x)dx
WOy ()e? T} =0

O (x)dx

w(X)y," (x)e =G

_ - P (x) dx
w(x) = Gy, 2()e 9% =ugx)




u(x) = &y 2(xe S %ax+c,

y(x) = v, (e (e &

Cy, ()W 2(0e F%x + Cy,(x)

dx+C,} =




Y, Yyu
y yltyuc

: (‘f(x)dx

W(y,, ) = =y, ue=(C =1) =

y, och 'y, = y,uar linjart oberoende och bildar
en bas for |0sningsrummet till [H].

Ordningen hos motsvarande inhomogena
ekvation kan reduceras da en 16sning til
den homogena ekvationen ar kand.




VARIATION AV PARAMETRAR

y@+P(X)yt+ Q(x)y = f(X)  [IH]

Laty, ochy., vara linjart oberoende |Gsningar
till den homogena ekvationen.y =Cy, +C, ,.

Ansitt s y(X) = U ()Y () + U, (X) Y, ().




|nsattning 1| [IH] ger

Q{y.u; +y,u,} +

+P{y®, +y,ug+ydu, +y, ugy +
+yf, +yERICH Y QI+ Y, ugtt
+ygel, +ygug+ygug+y, ugt=f
u{ygt Pyg+ Qy .t + u{y®t Py¢+ Qy,} +
Tyfug+ ygug+ygug+y,uftt ygudt+y, uge-
+P{y,ug+y,ug =1




yfug+ ygug+ d—i{yluw y,ug +yug+y,ug =1

En partikularl0sning sokes.
vl : y,ug+y,ug =0.
Daerhdles: yqug+ ygug=".




Systemet kan skrivas:
@' 1 Yo 06@1([‘0 _ 6@6
eyt vygoeudo efg
Allmanna ldsningen ges av

y = Cyi(X) +Cpy,(X) +Yy (X)uy(X) +Y,(X) u,(X)
dar C, och C, ar godtyckliga konstanter.




